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}�~������w����}�~�vy� � ~ ����� ���|�w���������{� � ��v-��~�� � �
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���x�
}�v�~������{vy�w�x��� � �w������}���}�~��w�|�
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� ���xv v � ���j��vxv¡���x�����z�����¢f��� � �
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���a� ����� � � ���z���a�j~
�	�x�w~ �m� �x~f¢��z�������x~��x��� � �w~��
����}��}������¡¯�}�����~
�������������
��° ¬ ��~f�±��¢���� ¬ �{v±�w�����Y���®�j�x��}����	�x� �²� ����� �z� � � �z�����w�z~
� ¬ ��v�~�³²���x���N����j~�} � � � �������z�w�����x��¢���v ¬ �{v_��~
�±���������x� ��� � � ~�vxvw��� � � ¬ ������� � vw�.� ��� ���f���|vy�w� � ��� � �w��v_�®��¢
���x~|��������
���
���´�x���x~ � ����~ � �-�x��� � �x~
���x�
}µvw��} ��� ��������~ � v � �
��¶·�����x~
�¸�x��}������z��v-�w���{v|vw��� � �f�x��~���w���w~ � �
�b}b� ��� ������v ���j���±���������{v��x�w�z� � �x���N�
���b��~������{v��x�w�z� � �x���N���f�x��� ¦ ��� �z� ~f�Yv ���w����°��z������ �w��� � ����� �z� � � �z�����w�z~
�¹���	�w~bvw}b� �z� v��x� � v ¬ � � �������	�w�����z���U��~
�x�w�����w����vxv±���Y��¢����x�Nv������
���º ��¢������ � �w~�~ � v±���x�.��¢f��� � �
� � �Y�w~U��� �z� �j~
��¢����w� � �������j�b�j~�����v_�z�	�w~���������� � ���y��~��w}b���®�j�}���vxvw�
�
��� � ��vwvw�z��� � �w~��
����}bv���������� � v � � ��� �´�����x�
���|���f���f� � ����� �z� � � � ����� �{�����w�z~
��v ¬ ����~�vw�� ~	~ � v-���
�w�x�������¹}�~�vy�»~��±�w���b�·~��w°´�����¸���N���zvy�w�x�z� � �w���¸��}�~
���a� ��� � �w~��j��vwvw~
��vH�����x��~ � �} � ���N��� � ���������������
��� � ��vy�{vY£���� �®� § ¼�©�ª �_½d�w������v ��~|�¾� ����� ��� � ���������������
��� � ��vy�{v �
�����w������j~���¢
���w� �x���H��~����d¢��z�y� � � �z� �b� � �w~�}����w�{��� ��� �a£��
� ��� § ¿f©�ª �¡À ¢����N}�~
�x�Y�x~�~ � °	���xv±���x�d��¢f��� � ��� � ��w�®�f�.�
�z�a��~
��vy�w� � ���x��~��Á���w~�}Âvx�j���f�����Á~
��}���vwvx����� � �
vxvy�z��� � �x~
���x�
}bv § 
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� � ��vwvw�z������~�����v�������Á¶·���
�w~�� � �z�������x� £È��¢f�
� � ��� � �b�z�¤�®~
�w� ¶F���®����~
�w�w����� ª � �w~f¢��{����v¾�z�����w��}����	�x� �� �
�x� ��� � � �����f�x��~��:��� � ����� � ���x����vU��� � �z��°������ � ���	�
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�w������v»�����w� ���{v��x�w�z� � �x��� ���x�x����v��� � �w�z�����x���U��~
��¢
���xvw��~�� � �x~��j��vwv ¬ ��~������{v��x�w�z� � �x���a�
���a���{v��x�w�z� � �x���a���x������v±��Ç��{vy�.vy�{���»���vw�z��� ¬ �
���¸vy�z} ��� �N}b� ��� �z���a� � �����x��~���v|� ��� ~f� �x��� � �x~
���x�
}�}����¾�w~�vw���������¤�®�����·�����S�w������±~N���S����� � ~����f�w�z~
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�´� � vw~ � �x~f¢��z����v.���x� ��� ���Y� � �®���w�z~
�®vd�x���f�� ����¢
�Á�x���´vy�w� � ��� � �w��~
�H�x��� � ���	�
�j� �j~����a�z�����
�j� ¬ � � �N�x���f�Á� �z� ~f� �jÇ���� � �w�z~
� ~�� �x� ��� ����{v��x�w�z� � �x�������f������������� ��� � ¬ �w��� � �����x�
�w� � �x~f¢��z����vÆ�H�w�{����vw�j�¡~
�²��~
}�} � ���z���f�w�z~
�|� � ���j�w�z~
��v�w�®�f�.v ����� ~
�w�d¢����w� � � �z� �Á� �z�ß� ���y�w���w�®vY~��¡�x��}�~��x�»���f���N����}��
����vd���a�x��� � �{v��x�z�-vy�w� � �j� � �x������
�x�{�avw���������x����� � �x~
�
����}bv ¬ �z��� �z� ���z�����w������v � ~	vy���w�z~
� ¬ �������x��vy�y�t�����z�
����~
�Y�j~�}�} � ���{�����w�z~
� ¬� � � � � �z���z��� ¬ �	�f�w����� � vx���f�w�w��� ¬ �������w�����zvy�w�x�z� � �w�z~
�ß�Æ¯±�±�w���.�����N~
� �w���¾�j~���¢
����vw��~�� � �w~�����vxv}�~�vy���z�	�w���w}������z���w��¶·�®���x~
�-� � �®���w�z~
����� ��� v���� �z� ����¢
�·�®�������w��}�~f¢
��� ¬ �x���±��~
�����zvy�w�x��� � �w������x������v.��� ��� �®��¢
���®�����¤��� � ���w��� ¬ �
���S¢	�z�w� � � ��� �a�w���b~
� � �´�x��}b���z���z���´¶·�����x~
�´� � ���j�w�z~
��v��� ��� v����x�.�w���-���z�
��� � ��¢�� � ¬ ������� � �N~ � �x��}��z�����Á��~
}�} � ���z���f�x��~���v��� �{vy�w�x��� � �w�z~
�-~����x���_�����x���{v � �������m��~
} ��� �j�x�_�j~����x�w~ � ~����w��� � �x~
�
����}�}���� ¬ � � �x��~ � ����-���{���d�������
�Y~
� � vy��� ��� ���zvy�w�x�z� � �w�z~
�®v_�{v_���
vw� � ����¢��
� � ��� � ���x���w~ � �
� � �w�����j��������� � �®���w�z~
�®v��¯ ��� � ���z� � �
v � �����m~����w��� � �z�������x�d�{vs�w�®�f�ß���m��~���vß��~���� �z� ~������w� v � �
���Æ��~
�����zvy�w�x�z� � �w���-���x�x����v ¬� � ���
����� � ��v � �x~
���x�
}�}����y�^v � ���j�������.}���}�~
�x�
�ß�����zvm���
vs���·~Y}b����~
�ß��~
��vw��� � �����j��v��	���z�xvy� ¬�j~�����v � �
�x� ��� � � �z����� � vy�z���H¶·���
�w~��»��~d��~��mv � ³²���m���w~�} ������� � v ��� ���w�z~
��
 � vw�������f���Y�{vm� � ������v���z�w����� � �¤�
���j��vwvw��� � ��� �����zv � �x~f¢��z����v»�������:�j­N���������j� ¬ ����� � � vy~ �w���x�
����vU�x��� � ~�vxvw����� � �����~�� � vy�z���:}���vwvx����� � �
vxvy�z��� �����x���j� � �:��~��¹������� � � �z�w�x��� ��� ������~
}�} � ���z���f�w�z~
�®v�� º ����~
��� ¬��~������{v��x�w�z� � �x��� ���x�x����v|����� �®����
������������������:��vÁ£��w�x��¢��{� � ª ���zvy�w�x�z� � �w�z~
�®v���� �w��� ¶·�®���x~
�vw����vw� ¬ �����{���Á� ��� ~f�Yv·�w����} �x~����¾}b� ��� ���¹�w~��x� ��� �N���{v��x�w�z� � �x�������x������v ¬ �����¹¢��z���.¢�����vw��������{v��zv��w���-}������®�����{vy} �w�����Y�����
� � ��v����®�j�x��}����	�x� �s� ����� �z� � � �����f�w�z~
�ß�¦ ���x���zv � � � ���.�±� � �x~f¢��z���U�N���w�z�j� �z�	�w�x~�� � ���x��~��´~��¡�x��� � �z�������x�S£���~
�H}�~��w�����j����� � vvw��� § �f©�ª �������x��������~�� � v ~����w���d����� � � � v��x� � v¡�z�b�x��� � �
�x� ��� � � �����f�x��~�� � �x~��j��vwv ¬ � vw�z���»vy~�}���x� � �x��vw���	�x���w�z¢
�a��Ç��
} ��� ��vN���x~
} ¬ ��}�~
���:~��w������v ¬ �x���¸Åd¯ º ¥ ����� �z� � ��� ���®����}b���x°�v § � © � �|vy��~f� ��~f���b�j~�} ��� �{�����w���Á���±~��^���z}�����vw��~���� �²� � � � � ������! �x��� � �w~
�w~���� � �{��� � ��~
���t�����x���� �
�x� ��� � � � � �
~��w���w��}"!6���
� ���b�j~���v��x� � ���w���´�����w�S����vy���U�m~a����}�~
�®v��x�x���w�U�w���$#���Ç������ � �����~��±�w��� � ���������x� ¬ �·�b����¢��b�jÇ���} ��� ��v»~����w���¹v��x� � ���zvw� ¬ �j­N��������� � ����� �z� � � �z} ��� ��}����	�x�f�x��~��~��-��~�� � ~���� � �®~ � �����
�w� �j~��������w�z~
��v¹�j~
}�}�~
� �z� �
�����j���f�«��vw��} ��� �f�w�z~
�®v ¬ ��vN�±� �z� �
vN�w����j~���vy�w� � ���x��~���~����w���»vy��� � �������H~
�����w�{��v±�x��� � �z�w���N��~���} ��� �w�z�
�x�z� �
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¶·���
�w~��Áv ����� ~
�w�xvY�w��� � ����� �z� � � �z�����w�z~
�Á~�� vw�������	�w���®�-�j~�} ��� �x���w�z~
��v��x���x~ � ������~
}b���z�a���j��j~�} � ~	vy���w�z~
� �»½.���U~
�H}�~��w�U} ��� �w���^����}�����vy�z~
�®� � �
�x�z��v.���x�U����������� ¬ �����´���x�x����vY�
�w���
vy�vw~����z���w���¹�����w���x����vw�»���w�{��v��·�����»���w�{��vY�
�w�-���z¢��z�������z���x~N��~���~f¢
��� � � ��� ����� � �z������v ¬ �����{������x�»�
vxvw���������¹�w~��w��� � �x~�����vxvy~��xv��z���w���U�j~�} ��� �x���w�z~
� �.�����|�
vxvw~����z���w���Á�
�w������v����x�-�w� � v���{v��x�w�z� � �x�����
v��±� �z� �Æ�����zv � �w~��j��vwv·����°
��v ��� �
�j�¾�z�avy��¢
����� � vy�w� � v��

������v�� ¬ �����®� � � ¬ � � ~��
�{��� ��� �:�x���j�x����� ��� ���.-/�0�1� ~��»� �����w�x�
��� ���z}�����vw��~���� � ����� �
����jÇ��x���	�U�{v����j������� ¬ � vy�z���3254769852;:=<7>5?@<=8BA7:DCFE¹�
���G2;47698;H;<5?98/A7:�CFE@8@I=CKJ7< ¬ �w��v � ���j�w�z¢
� � �
������{v�v��x� � ��v������ � �{vy����v·�|�
��~
}��j�x�w�{��������}����±~
�x°U��~
��� �z� �
�w������v_��vwvw~��j�{�f�w���������x���x���H�
�x�z�s�¦ �.� � vw~��f�w�x��������v��x~b�w���|�
�x�{�a��� u�¥_¦¾§ ¨�© �j~�}�} � ���{�����w~
� ¬ �����{���´vw���x¢
��vY�
v��x���U��~
�	�w��Ç�����®� � �x~��j��vxvw~
�¾v � �®v � ���j�������x���z�S�����z���¸� �z� v � �®vy��� � ���	�U¶·�����x~
���t~
��������v��x�x���w������~
}�} � �
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b. Define tessellationa. Define logical grid

cut

c. Define processor assignment
CHN_Create_distribution(...,MPI_REAL,...)CHN_Create_decomposition

CHN_Create_sectionCHN_Create_grid(...,MPI_COMM_WORLD,...)

d. Define distributed array

Ghost points
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Cell

cut cut

cut
ny
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CHN_Set_unipartition_owners

CHN_Set_unipartition_cutsCHN_Set_grid_size
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��� � ��¢
� ��z��v��x� � ���w�z~
� ~��«�x��� v � ­b����v��x~¸���j������� ��� �x���a� � ��v��®� � ~����
�z���S�w~¤� � �
�y�x�z� ��� �
����~
}b���z������j~
} � ~�vw���x��~�� ����~
�±�jÇ��
} ��� � ¬ 2;476985H7<5?98Br;p)Cut9>5:;?DCu?DCFoBp�87nKr=?�I����z¢��z����v_�w���.�
�x�z�b��¢
��� � ��z���x~b�
v�}b��������� �z� vY��v±�w�����w�-�
�w� � �x~��j��vxvw~
��v_�z�Á�w���»��~
}�} � ���z���f�w~��v! ���z���H���Á�w���zvY���
vw�
������z�x� ¬ ���z��� � � ¬ �j� ��� v¾���x�U�
vxvw�����������x~ � �w~��j��vwvw~
��v ¬ �x��v ��� �x�����¹�z� �3�/��i�hFwx�@hF\0���Z�1hB
 ¬�����{���U�{vÆ�z�����x�z� � �z����� � vy�z���d2;476@852;:@<7>/?@<=85E=<@n/oKy9t=o9I=Cu?�CFo/p��²����� � �x~
���x�
}�}����������U��vwvw�z�
�~f�������xvw��� � ~
�����
���a�j� ��� �z�Á�w���U������~
} � ~	vy���w�z~
�Á�x~N����� � �x~��j��vxvw~
�����®����¢��{� � � ��� � ¬ ~
�Y� �z� ���~
�®�j�·�w���x~ � ���U�Hvy�z��� � �����z�
��� � ��¢
� � �z��vy�w� � ���x��~�� ����~
�Æ��Ç��
} ��� � ¬ 2;476@8;H7<5?98Fr7p)Cut9>/:7?�CK?�CFo/p@8
o/z7p@<5:�I·��vwvw������v ���
���»��� �z� �z�-�w��� � ��� � �
�y�x���x��~��|vy�����x��~��¾�w~.�d����³²���x���	� � �w~�����vxvy~����m¶·�x�����w�z����w���U�j� ��� vH��������vwvw�z�
���z�����w����}Â�w~ � �w~�����vxvy~��xvY�
�w�Uvy� � �����f�x���¹�w~ � �w~f¢��{���{#���Ç������ � �������  �}b���b����¢��{���¾�|���w�{�b�z���x~��»�x�
�w���j�·� � }U�®����~��m��� �z� v_��~
���jÇ���� � �x��~���~
�¹� � �
�x� ��� � � }b�
�����z��� ¬� � �d��vwvw�z�
��� �z� �j� �z� v±�w~��w���»vw�
}�� � �x~��j��vwvw~
�·��~
�Y����� � ���
�z����~
���U�±~
�x°�v����f�x��~�� �

������� ��� � ¬ �����®� � � ¬ ���x�x����vm�����x�b~
����~
�¡}�~��w��v � �f�x�z� � ����}�����vy�z~
�®vY£Èvx��}����
v��x���Y�
�x�{� ª���x�·��vwvw~��j�{�f�x���-�����w���.�����j~�} � ~	vy���w�z~
� ¬ �x��v ��� �w�z���d�z�f�F�]\0�Z�0�1^�_=���1hF
@\��¡�������
vxvy~����z���w���-� � ������w�z~
� �zv|2;476@852;:@<7>/?@<=85E�C5IF?7:�C~};r=?DCKo/p²�±���������x�x����v�}b�����x� � �x��vw���	�.vx��� � �
�.� � ���	�x���x����v.����������|���w�{� � ~
�z�	� ¬ ~��¡���z�
�����y�t~
�������m�w����vw~
��v���¯ ���zvy�w�x��� � �w�z~
�����
v¡�H�x��� ��� �
� u´¥ ¦ ���f�x�.��� � �£��7�D�/8/�;�7�=�N�z���x���{vH���
vw� ª �¾�m~��
����~
}�}�~����f�x�Uvy�w���®�j� � ~ � ���x���w�z~
��vd�·��v � ���j�������N� � }|�����~��x-Kg@hF\����9hF��
��1\��´������vw�b��~
�x} ���®~��x������£Èvw��������� �
�w��� ª �
�w~ � ���S������� �j� �z� ¬ �����z���:������v



��� �����	�
���
����
������
	���
� �
�
� ��

�
�

�

�
�

�
�

�

c cce cce

s

c

sss

e

aaaaa x

n eennnn

c

aaa x

n

s xxxxa

eee c cce

a

nnnnn e

x

ccceeee c

xsssss

ce

aa xxxxxa

nnnnn

aa x

cccccee

s xxxssss

e

aaaa xxxa

eennn

s

n

e

eeennnnn e ccnn cee cc cnnnn

aas

n e cccceeeee
n cccceeee c

Distributed
array before
copying data

(exploded view)

Ghost points

1 cut, some points, nonperiodic,
1 side, x-direction

x

y

e eeeenne e cnnnnn cccc

a

xxxxsss xa sssssaaaa s

ceee

copy
copy

copy
e cnnn

s

n cccn

x
sssaaaaa s xxaa xss xx xaaaa xxxxa xxxxsssss

all cuts, all points, periodic,

nn ccccccn eee cenn ee e ccccee ccn eeeeennnn c

aaaa

c
1 cut, all points, nonperiodic,
both sides, x-direction

a s xxxxxssss

cnnnnn cccce cccceeeee

e

xxxxssss xa sssa xaaa s xxssssss xaaa sa xxxa
saaa xxxxxa

n eeen

a

nnn

x xxxa xss xxa sssssaaa s

n
n

aaa xxaa

n eee cennn e

x

cceen eee c

ss xxs

cc

ss

c

ssssaaa s x

ssss both sides, y-direction

xxxxa

eee ce

ccc

e cnnn

a

n cccn
n

aaaa xxxxa xxxxsssss x

eeeeennnn c

sssss

cccc

x
xxxsssss xa

nnn

a xaaa

cnnnn

aaaaa

n cccceeeee

OQP1R�S	TFU���WQ��� `Bw��Dk��0\�h,��i�h���cF��
;-��5`F��`����bhBw�`/�v��`/i���
9�Qi���k�kl\����u�;�=�D�@�0�D�B�7�� @¡;¢�£
��hF��`¤�Z¥¦hB§,�F��w���
9\0�1hF
�`BkD-/�0�1�

�
v���� � ³�������~
�d���f�x����~ � �z�������w~�} �����y�
�����	�Y�j� �z� v�� u ~�vy���z} � ~��y�����	� � � ¬ �w��� � �x~
���x�
}�}����v � ���j������vm�w����vy�x�
�y�x�����H�������x��vxvm~
���w�������f�x�¾vy�w~��w�z���Y�x�������{v��x�w�z� � �x�������x�x�����  ��� � ���f�Æ����vy��w���zv¾}b���´� ��� �����»�����{vw����¢f���	�x�
�
��! �x��� � vy���-���
vH�x~a}��
��������� ��� }���}�~��w�5! ���-������� � ��v¶·���
�w~��N�w~bv ����� ~
�w�Y���®�j�x��}����	�x� �s� ����� �z� � � �����f�w�z~
� ¬ ��v��jÇ ��� ���z�����¹�z� º �����x��~�� Ã � 
 �
¨ © n$ª«ª1p|i-rtq¬'dk rtn�i|*
¯­�/`B��`B§®�@`B�b`Fk�k®��kQi�hFwx��_=��`F���1hF
:�����¸�®� � ~�~�vw� � �´�����������¸��v-�a�j~ �z� �����x��~�� ~
�±�z����� � �����������~ � �����f�x��~���vH~
�¸��vy���
�w���´�����x��vw�j���N���
vw°´��vwvw������}����	�¾�zv»���j�w���w}��z����� ���a�w���Nv � �®vy���»~���w���Á�����x� ~f�������:���¤���
��� � �x~�����vxvy~����  �Á����� vy�z}�� � ��� � � ���j�������¯�/`F��`F§®�9`F��`Fk�k���k|i�hFw°§
w°_=
9�1i�`F���1hF
¸�
v.�N�j~ ��� ���j�w�z~
�a~��¡�z����� � ���������	�¾���f�����w������vy������vY�����w�����´��vy���
�w���a���f���Nvw�j���¯dvxvw������}����	�.~
� �w������vy�����d�x��vy°�v.�zv¾�����w���x}��������a�����w���������x�¹vy~ � �x���|���®�´����v��x�������w�z~
� � ~�������w�z~
��v�� u ~	v��-~
��¶·���
�w~���± vH�j~�}�} � ���{�����w�z~
��v¾�
�w�����f��� � ����� �z� � � ¬ v � ���j�������S�j~�} ��� ���w� � ��z���x���x}�vY~��m���w�{� � ~����	�xv ¬ ��~
� � �w~�����vxvy~��xv��
²j³�´ µ�¶�·D¸�¹Zº�»¼¹Zº	½B¾�¿�À�ÁÃÂ�¾ÅÄ�Á	½BÁ
¦ �¹vy�w�����j� � �j~�} ��� �x���w�z~
��v±~
�¹v��x� � �j� � �x�����
�x�z��v �x���¾�������b��~
�±��~�� � ~���� � ���f���»�{v±~��«�w��� � �z}U����w���N�w~�£Èv � �f�x�z� ��� � ª �������x��vy�·�����z�
���®~��xv���2;4;69852=o/t7Æ985Ç=>9nB<9I � �j�xv·�x��� � �w~��
����}�}����_v � ���j������jÇ������ � � �����{��� �
��~	v�� � ~
�z�	�xv��w~ ��� �����w��� º ~
}����jÇ��
} ��� ��v�~��H�w���a��³�������~
�d�w���´�j~ � �~ � �����f�x��~�� �
�w������¢���� ���q���z��� 
 � º �z���j�¸¶·�����x~
� ��~���vb��~��N�x��� � �z�w�Á�w�®�f�¹� ���Y� ~��x���	�w�{� ��j~�}�} � ���{�����w�z~
�����
�����{���f�x� � ~����	�xv_���b�¾���w�{���®�Y�z��¢
~ � ¢���� ¬ ��� �{v � ~�vxvy�z� � ���w~»v ����� ~
�w� ��~
��������x�f� � �
�x� ��� � � �j~�} ��� �x���w�z~
��v-�w���x~ � ���¤���f���f� � ����� �z� � � �j~�}�} � ���{�����w�z~
��v�� ¦ �¤�
��������� � ¬ � ���� �x~��j��vxvw~
��vs�����x���z�|�x�����
�x�z�)± v u�¥ ¦ ��~
}�} � ���z���f�x~
�ß��Ç���� � �w�Q2;4;69852=o/t7Æ985Ç=>9nB<9I ¬ � � �Æ�w��~�vw��w�®�f�Y��~���~���~f��� � ~
�z�	�xv��z�	¢�~ � ¢
���b���¹�w���H~ � ���x���w�z~
�¹}����Nvx�f��� � �Nvw°�� � �w���-��� �z� �¡¯ � vw�j� ���



��� �����	�
���
����
������
	���
� �
�
� ¼�

�
�

�

�
�

�
�

È

¢f���x�z���w�z~
�¹�zvQ2;47698/2=o/t=Æ98/Ç=>9n/<9I/8;>=É;É ¬ �����{���Á� �z� v�� ��� ����~�vy� � ~
�z�	�xv�~
�ß�x���-���zvy�w�x�z� � �w�z~
���z�� �z� �j~�~
�����z���f�x�U���z�x�����x��~���v�� ¦ �¾�{v.�w����¢f���x�{�f�w�z~
�´}�~	v��-�j~�}�}�~�� � �a������~ � �	�w���w���a�z� ~
�w������ �
�x� ��� � � �����f�x��~�� � �
��°f������v���~��.vy�w� � ��� � �w�����t�
�x�z��� ����� �{�����w�z~
��v ¬ vw�z���j�U���¾�j~
��¢������z���	� � �¹v ��� �� ~
�w�xv����f��� � �
�x� ��� � � �j~�} ��� �x���w�z~
��v�� �±� �±�����zv±��~
��v � ���x��� � �.�w~���} ��� ��}������ ¬ ��~
�±�jÇ���} ��� � ¬�w��� � � � � � �z���»� � �
~��w���w��} ~�� º �����x��~�� � � � �
²j³�Ê Ë�¾	Ä[¹]Ì/½7¿�¹ZÍ[Î�½/¹]¶�º
2;476@8/�@<;E�C5IF?7:DCu};r=?@<a}b� � v����j���±�����¼`F
�c:���±~:��~
} � �f�x��� � �S���zvy�w�x�z� � �w�z~
�®v £Évw�
}�� �
�x�z� ¬�����x����� � � ¬ �������w���®vy~��H������° ª �|�����{v¾�����
� � ��v ¬ ��~
�¾�jÇ���} ��� � ¬ �x�x�
��v � ~	vy���w�z~
� ~��·�����x� § ��©�¬� � �»� � vw~�}b� ��� �����¹���j���±����� ���{v��x�w�z� � �x��� �����´��~
�����zvy�w�x��� � �w��� �
�w������v��¾�����{v.�{v¾�N�x��v ��� �~����w���-�È�
�j���w�����¾¶·�����x~
�¹�x�
°
��v��
�����x��vxvw��v�~�� � vw���d���f�x�U�x~�v��x~
�x�-���zvy�w�x�z� � �w�������x�x����v�� ¯��~������{v��x�w�z� � �x�����
�w���������Á� � �������j�b�j~����¾���
�N���H¢��z���±���N��v·�|�w�x�z¢	�{� �z� �����zvy�w�x��� � �w�������x�����£Èvw���j�w�z~
�Á�j~
�®vy�{v���v_~
�ß�Uvw�z��� � �.��� �z� ª �����w���»¶·���
�w~���vy����vw� ¬ �������������w�����w����~
�x�d���.}b� ��� ����w~b�U�w� ��� �����{v��x�w�z� � �x�������x�����
��Ïß�j�x>;EN���®�Ð>����H�w���-�z�	�w���
�������
��� � ��v�~
�ß�w���»���zvy�w�x�z� � �w������®����~
�����zvy�w�x��� � �w�������x�x����v ¬ �x��v � �����w�z¢
� � � ¬ �x���f�»¶·�����x~
�a�
vxvw������v��w~¹���zvy�w�x�z� � �w�z~
�®v��d�����vw����� � �avy�x���w��}������¤2;47698B�@<;E�C;IK?7:DCu}7r7?=<�Ñ�>/E[Òb>9ÓNv � ­N�j��vU�w~¤vw���f�w�w�����x���a��~
�®���zvy�w�x�z� � �w������x�����
��2547698/�@<5E�C;IF?7:�Cu}7r=?7<�Ñ�>�Òb>5E�ÓY��~���v±�x���-�����w�������¯ � �x�����x�z��� � �±���a~
�±��~
��vy�w� � ���x�����¤�9`F�b`Bk�k���k¬^�c��9`K\�\���\�~
�±vw���x�z� � ��~������zv-��vd��~ ��� ~f�Yv��
������vy� ¬ ���j�����¡�w�x��¢��{� � ���zvy�w�x��� � �w�z~
��vs��~
� ��~������{v��x�w�z� � �x��� � ���	�
�j�.�j~����_�
�w������v��s�����{vs�x��� � �z�w��v��� � �w�z����~ � ���x���»���z}�����vw��~���v±~��ß�x���-�
�x�{��v � vy���¹�
���Á���j�����������x���-vy�����w�z~
�®v ¬ �����j~�} � ~�vw����w�z~
�®v_���®�b���zvy�w�x�z� � �w�z~
�®v �
���j~
�����z��� � �
��À_������vw���j�w�z~
�b����v¡~
� � ��~
���Y��� �z� �¡Åd~»����� v � �
�����zv�����������)
��x��� � �x~
���x�
}�}���� � ~����	�xv��w~b�x���|vy�x���w�w�z���N�������x��vxvy��v�~��Æ�w��� � �����
�����j~����U���x�x����v�������¸���j�����z���a�x���N���{v��x�w�z� � �x��~���v��¹ÅY��Ç�� ¬ ���j�����b�w���N��~
�x�w��v � ~
�®�������¹�x� ��� �S���zvy�w�x�z� � �w������x������v·£È�
�����z� � vw�z���-¶·�®���x~
� ªj¬ �����U� �z� ~������w�·�w������vwvw~��j�{�f�w���-}���}�~
�x�
�ÃÏ ����>DÔuE ¬ >;Õ;E ¬ >7Ö5E���®�°>DÔ ¬ >7Õ ¬ >;ÖH�����w���±�®����� � ��vÆ~
�����{vy�w�x��� � �w�����
���|��~
�����{vy�w�x��� � �w�������x������v ¬ �w��v � ���j�w�z¢
� � ���ÅY~f� �·�-�����a���j�®���-���zvy�w�x�z� � �w��� � vw���x�{� � �
��� � �x~
�±� � ���j�w�z~
��v�IKt=:@<7>5E@×@n/o=É;É;<9nF?²�
ØFÙFÚ�ÛGÜ�ÝKÞFßFà~Û)á�à~Û7â=ã�à�ÛBä�ã�à~ÛKåDã�à5â=ã�àKä�ã�àuå;æ�ç
Ú�èFé�à~Û7â=ã�à�ÛBä�ã�à~ÛKåDã�à5â=ã�àKä�ã�àuå�êë~ìKíBî�ï ßuÛ/ÚuÜ�éKÞ/Ú�ðuñFéFßDá�à/â�Û)ã�à5â~æ@êë~ìKíBî�ï ßuÛ/ÚuÜ�éKÞ/Ú�ðuñFéFßDá�àuä~Û)ã�àKäBæ@êë~ìKíBî�ï ßuÛ/ÚuÜ�éKÞ/Ú�ðuñFéFßDá�à~åuÛ)ã�àuå/æ@êÐÞFßué~ñFÞuè�êò

ØBÙFÚ�ÛôóuÙKõKõußFó�é)á�à5â7ã�àKä�ã�à~åDã�à5â�ÛDã�àKä~Û)ã�àuåuÛ;æuç
Ú�èFéôà~Û;â=ã�à~ÛBä�ã�à~ÛFåDã�à5â=ã�àKä�ã�àuåDêë~ìKí/î�ï ßuÛ/ÚKÜ�éuÞ/Ú�ðKñFéKßDá�à5â=ã�à5â�Û;æ@êë~ìKí/î�ï ßuÛ/ÚKÜ�éuÞ/Ú�ðKñFéKßDá�àKä�ã�àKä~Û;æ@êë~ìKí/î�ï ßuÛ/ÚKÜ�éuÞ/Ú�ðKñFéKßDá�àuåDã�àuåuÛ;æ@êaÞFßuéuñFÞ~è�êò
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���j��vwv_�w~U�w���-���{vy�w�x��� � �w���Á���x������v ¬ � � ���w���¾�x��vy�~��®�w����vw���x�z� ��� �w~��
����}��x��}b���z��v � �������
���
���s�m��� � v ¬ �x��� � �w~��
����}�}����Æ���
�»��~�� � vÆ~����Hvw������ � � � ~	~ � ~
� ��¢
���bvy�x���w��}������_�
��� � �
�x� ��� � � ��������� ¬ � vw�z���U¶·�����x~
�	± v¡��~
}�} � ���z���f�w�z~
�b�
��� � ~������� ��� �z��� § ��© � � ���j�w�z~
��v ¬ ���®�����»�
vxv � �w���b�w�®�f���w���-�x��vy��~��m�w��� � �x~
���x�
} �zv�vy�w� ��� ��~
�x�w�������
²j³�² ö�Á�½7÷�¾�¿~ø	Ì5Â�Á�½F½B¾�¿
����� � �
vy� �j~
}�} � ���{���f�x��~�� � �w~f¢��{�����|�zv[2;476985ù7<5?98/?DCBÉ;<-£É���������xv¡�z��¢
���xvw��2;47698/�5r=?98/?DCBÉ;< ª �¦ �¡�j~ � ����vm�.v � �®vy����~
�®�d���{vy�w�x��� � �w���U���x�x���5! � ~	vwvw�z� � �.~f�������»�	�»vw��¢������ ��� �w~�����vxvy~��xvv! �z�	�w~�w��� � ~���� � }���}�~��w��~
�·�¹v � ���j������� � �x~��j��vwvw~
��£È�����	ú � ~
�®� � ¯Y�x�x����v~±�A@>=8/A@</? §ÖÄ�©«ª �U�����{vH�zv� vw�j� ��� ��~��-� ����� �{���f�x��~���v.�w�����-����¢
�U��~
���t�������x��vy�y�t�����z�
����~
�.���f�x�Á��� � ���������®�j�z��v ¬ v � ���S��v��~�� � ~���� � ��~ � �������x���j~��������w�z~
��v±��~��j#�~f� � �x~
� � ��}�v-£ º ���j�w�z~
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 �Uvw��~f� �����jÇ��
} ��� �-�x���Uvy�w� � vd�x��°������x~ � ����� �z� � � ����� � �������j�¹��~���� � vw������¶·���
�w~�� ¬ �
�������}�~���vy�w���f�w�H���xv���Ç � �w��vwvw��¢�������vwv��
���N� � �����x��~���� � �������
� ³�´ ���	��

����Á�¿�Á����®¾�����¾�ºÃÂ	÷�� Á�¿��
¦ � § ��© �±�H����vw���w�z�����b�x���H�w��v ��� �xv·~�� � ����� �z� � � �z���z���|���·~°��~
�w�w�����¹�j~�����vH£ º ¥Æ¬ Ï�� ª ���x~
}&�w����±� �z� �t°���~f���bÅd¯ º ¥ ����� �z� � �9� ��������}��
�w°�v § � ©t¬ �������x�Y���±���
v ��~ � �®���w�����_�x��� � ���w��~
�x}b�������~����x����¶·���
�w~��¸¢
����vw��~���v-���
v»��~
} � ������� � ���x~��w�®�f�U~
���w���¹~
�x��������� � ¬ � �
����vy�x�
°������ � �S���j��x��¢���� ��� �
��� u�¥ ¦ £ÈÅ ¥ � � u�¥_¦yª ¢
����vw��~���v����Y���w�¾�±�¾����vx�j�x�����.�z�Á}�~��w�¾�����x��� � �w���»v��x� � v±�z��j�x�����w�z���»�x���.���·~
�t���z}�����vw�z~
��� ��� � � � � �z���¾�z�N�w��� � ����� �z� � � Ï��»�������H� � }����w�{��� �®� �w~�� � ��}+�zv���! #"�$&%(' £ �! ª�¬ �������x� � �zvß�w���_�w�z}��j�^��� � ���������	�Ævw~ �z� �x��~�� ¬*) �w���_�w�z}��±vy�w� � ���®���jÇ ¬ ���®� '������Ç ��� �{�j��� � Ã � � ~����	�y�^vy�x���¡vy�w�����j� � ~ � ���x���w~
���m�����d���{vw���w���w�z���f�x��~���}����w�x��Ç � �{v¡�x���.v � }&~��+ " ����� +&, ¬ ����v��w��~��x�����������x���j�w�z~
���t���{�
vw���N����³²���x�������.~ � ���x���w~��xv_�w���������j�����H���±~�vw�±��� � v~f¢
���Y�x�������	�w�z�w�����w�{�s� +�, ����}��
����v.�w�®�f�-��~ � ~����	�b£.-0/213/04 ª �®� ��� ���f�x��� �®����~
�x� � ~����	�xv£.-�56/21756/8495 ª �����x� vw}b� �z� ���d�z�����{�j��v�:»£.-�5<;=-0/2175<;>13/04*5<;?4!/�£@-�5A/B1C56/8495 ªED% £.-0/B1F/04 ªyª �-�����zv�����x����� � �����������j�´�zv.�w����vx��}��U��v.��~
�.�w���¤ú¾� � vwvy� º ���{��� � }��j�w��~��´�����x� � �jÇ��{�j~��
��� � ���{��� �� ~
�z����~��x�����w�z���®� + " vw�·��� � v��z�Á�w���¾~
�w�����Y�����x���j�w�z~
� �Å ¥ � � u�¥_¦ ����¢��{����v.�x���U���w�{���z�	�w~ � �����j� � v ¬ ~���� � ��� � �x~��j��vwvw~
� ¬ �
��� � � � � � ������v.�w���vw~ �z� �w�z~
� � �x~��j��vwv ¬ ���z��� Ã 
��±�.��~|�w���Hvw�
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�w~�� ���d���x�d�{v·�w���H�j~����Y�x���f������������v� Ã/� �
�x�z� ¬ �j�x�����w��v �-vy�����x��~�� ¬ ��Ç�� �z� ����v¡�w�����x���z�x�b���z}�����vw�z~
�����x~
} � ���w�w���w�z~
���z��� ¬ �j�x�����w��v���®���
vxvy�z�
�®v��w��� � ������� � v ¬ �
��������������vH�����zvy� �x��� � �w�z~
� £«���±~N�
��~	v�� � ~����	��v ª �w� � �w��vy���	�w�z�����¢
�����w~��������x�¹�®¢
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�����	�xv����Y���
���Á�
�x�{� � ~
�z�	��~��Á�w���-�x��v ��� �w�z���b������~
} � ~�vw���x��~�� �
óuàKõKõ ë�ìKí/îuë ÞKßFà~éFß îHG Þ/Ú�Û)á G Þ/Ú�Û)ãJI*K3L î~ë9M I*I î7NFM�ï*O*P ãaå5æ
óuàKõKõ ë�ìKí/î*Q ß~é î�G Þ/Ú�Û î ÜKÚHRKßDá G Þ/Ú�Û)ãBSDãZè*T;æ
óuàKõKõ ë�ìKí/î*Q ß~é î�G Þ/Ú�Û î ÜKÚHRKßDá G Þ/Ú�Û)ã�â=ãZè*U;æ
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vxvy~��j�{�f�x���������x��w���»���zvy�w�x�z� � �w�z~
�ß� ¦ �Ð��~
�w�w�����¹�w���{v��{v � v � � �z� ���
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 ª ����� � ����� � �� � � �����·�x�������	�x���x¢
���������¾vy�x�f�x��}����	��v��  �±��~�� � vÆ~
�"}9É/?�I ¬ �����z����� ����� �z��v��x��� + , �t~ � �����f�x~
���������vy���w�{� � �j~������j~
�	�����z��v.�N�w�x� ��� � � ~�~ � £�~f¢����`_ ¬ba®¬ �����GC ª �w�����.�x�x��¢�����vy��v��w���U���w�{�a�z��w�����®�f� � �x� � ~��x�����¾����� � ����� �z��v +&, ���¸� � ~����	�����{vy�U�È�
vw���z~
� �������f�-�{v ¬ �x�����w���z�x�S���x������z�����jÇc_¸�{v|�z� �x����~ � �w��� � ~�~ � ¬ �
���¸�w���Á��~
} ��� ���f�w�z~
� � �w~���������v ��� �����¹��� ��� �
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�  ��x�����x���x���w��� � ~�~ � ����vy�·vy~»�w�����_�w���Y���®���jÇNv � �
�����zv_�w� � ��� ¬ �������x�Y���������w� � �.�j~
�x�x��v � ~�����vÆ�x~� � �����w�É�x���z��°�����vwvd_	�tv � �z���|~��_� � �����j� � ~�� �x���U�����j~�} � ~�vw���w�z~
� �H�����zvH�{v.��vy�z} ��� � � �x~��j��vxv ¬������� � vw�U¶·�����x~
� � �x~f¢	�{����v�� � ���x�b� � ���j�w�z~
��vY�w�����d�w��� � �x�av������w�Y�����������Á�������z����vY~
�Æ��� �z� v�z� �a������~
} � ~	vy���w�z~
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�w���`fDC-�����Jf a ���z�w�����x��~�� £12;47698527o/t=Æ985Ç7>9n/<9I ª�¬ �x�����
�x� � ��vwv_~�� �x��� � ~������w�z~
�N~
�ß�x��� � ���®�j� � �¶·~
}�} � ���{���f�x��~���v±�®���
~����b�x���¾�®~ � �����
�w�b~
� �w���¾���w�{���
�w�Hvy�z} ��� ��������~
�x���b��� � ���x�z~����z��������{v�vy�����w~��È� � vw�
�¡�����»vy�x���w��~��m�w���¾���±~��^���z}�����vw��~���� �²� � � � � �z���»�{v�� ���z� vy�w���f�w�����z�f�����®� Ã �

(proc. no. indicated on pencil)
pencil decomposition Step 2: Update edges

Step 4: Update edges Step 5: Update tiles
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Step 1: Update tile

Step 3: Update tiles
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����"\�hFk _=�Z�1hB

����h~i���\�\[��hB�popq i�hu�/�a� +&, £
¯ �z��� �x~��j��vxvw~
��v � �
�y�x�z��� � ���w�·���U�w�����j~ � �	�z���.~��®�����z�
���®~������f�x� ¬ ��¢����»�x��~ � �
�»�x�����-�®��¢
�_��~�±~
�x°N�w~¹��~N��~�� � ������� � vY��~
��£É�
���y���j���	�Y�x~ ª �w�������.~f��� ���Y~f�±��¢���� ¬ �w���|��� ��� ����� � �x~�����vxvy~��~
� � ��� ����� ����v + , �������d~f����v·�w���|� � �x�x���	�·�x� � ��£��w���{v��w��v�� ¬ � ����� Ä�¬ �{v�� � vy~bv ����� ~
�w�w��� � vw�������� � ���x�b� � ���j�w�z~
� ª � ¦ ��~ � � � �z���H�w���zv � �w~��j��vwv � ~�~
°�v��
v±��~ ��� ~f�YvH:
S*S;â ÛBÙôâCSsrut ä�ãvr î W7à�T#w5âS*SFä ÛFÙmâCSyxKó~ßFõKõztGâ=ã{xFó�ßFõKõ î W;à�T
S*SKå ÛBÙGâCS ÚKó~ßFõuõzt â=ã¤Úuó~ßFõKõ î W7à�T
S*SZ| óuÙ�Ý*U GZ} ÙFÜ�é Ý/ÙFÚ�èKé�ÛBà~éBà�~uÞBÙ0Wqó~ßKõKõ�ávÚKó�ßFõKõ�ã]xKó~ßFõKõ*w/âuæGÚ�èôÜuõFÚKó�ß�rS*S9\ óuÙ�Ý*U GZ} ÙFÜ�é Ý/ÙFÚ�èKé�ÛBà~éBà�~uÞBÙ0Wqó~ßKõKõ�ávÚKó�ßFõKõ*w5â7ã]xFó~ßFõuõ/æGÚ�èôÜuõFÚKó�ß�r
S*S*� ÚH~Åá�óuàKõKõFÚ0è G ÝFÞBÙFó�ßBÜKÜuÙ~ÞGÙ7XKè5Ü3ó~ßKõKõ�ávÚKó�ßFõKõ�ã]xKó~ßFõKõ/æuæ
S*S*� õuÙKÙ�ÝmÙ~ØFß~Þ Ý/ÙFÚ�èKé/Ü3Ú�èmÜ~õFÚKó~ß�rGÙ�~ôó~ßKõKõ�ávÚKó�ßFõKõ�ã]xKó~ßFõKõ/æ�à�èFÛ3à�ÝKÝ/õ�U����S*S [ âCSôóuÙ�èKé/Ú�èKñBß

Ï �z����v � ����� ¼ �
�w��vy�z��� � ����� ��� v.�w~¹� � �����x��~�� 2;47698527o/t=Æ985Ç7>9n/<9I��  �b����vw���w�z�®�U�w���� �
�x�
}����w���xv���~����j~ � ���z���¸��� �x�������t�����x���j�w�z~
� £È�j���¬����� � �x��v � ¬ 
 ª : � ���w�z~����z������� % �È� � vw� ¬�j~ � �������x���j�w�z~
� % �w�z�
�	��£ � ~�vw���x��¢������^�����x���j�w�z~
� ªj¬ �j~ � �a���z}�����vw�z~
� % � £�����v��-�j~�~
�����z���f�x����z�w�����x��~�� ª�¬ � � �Y� � }U�®��� % �z��� �z� � � ¬ � � }U�®���Y~��Æ�
��~�vy� � ~����	�xv.�j~ � ����� % � £ + , �zv.������v��w�~
������� ����³²���x���®�j��~ � �����f�x~
� ª�¬ �x����vw~
� ��~
} � ~������	��v % � ��� ���������w��}��
���������H���±~ � ������}��j�x����v���x�d¢����j�w~
��v·~�� � �����
�w�����·~|�w�����±�z�����{�����w�H�w���¾vy�x���w�w�z�����������������z����£�13/84 ª �^�j~�~
�����z���f�x��v·~���w���|v � ��vy���d~��Æ�x���-�È�
���»~��Æ�x��� � ������� � �
���w~	vwv������{�����w���|�j~ � ���z���Nvw��~ ��� �¹�x�
°
� ��� �
���
� ¦ ��w���zvY���
vw�H�w����vy�-v � ��vw�j�xvd���x� � �����»vy���
}����	�xv-£È��������v�~
�ß�w���¾�w� � � ª ������a����~f¢
�Á�j~
�®v��x� � �j�w�z~
� ~��d�x��� � ����� �z� � � �j~�����vy���
}����	�N���
�:���xvw� � �.���a�
�����z��¢�����z�:� � �z������}���� � �È�
vw���z~
� � ���z�xvy� ¬ �x���¹vw���x�{� � ��~����N�zvU�x�����x���w�w���¸�x~a�w� � �N�w�����z�����jÇ v � �
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